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@ Integrais Duplas sobre Retangulos
@ Integrais duplas sobre regides genéricas

© Integrais duplas em coordenadas polares
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Integrais Duplas sobre Retangulos

Lembrete: Integral de uma varidvel
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Integrais Duplas sobre Retangulos

Integrais Duplas sobre Retangulos
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Integrais Duplas sobre Retangulos

Integrais Duplas sobre Retangulos

e O ponto (x,-J*-,y,;f) pode ser qualquer um no sub-retdngulo Rj;.

Em particular podemos escolher o ponto (x;, y;).
m n
//R f(x,y)dA = m,'n'ﬂoo;; f(xi, yj)AA

@ Se f(x) > 0 entdo a integral dupla representa o volume do
sélido que estd acima do retdngulo R e abaixo da superficie
z = f(x,y). Ver figura no préximo slide.
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Integrais Duplas sobre Retangulos

Integral Dupla com volume
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Integrais Duplas sobre Retangulos

Célculo de uma integral dupla sobre um retangulo

Seja f(x, y) uma fun¢do continua no retdngulo definido por
R={(x,y)/a<x<bc<y<d}

Entao:
//R f(x,y)dA = /ab [/Cd f(x,y)dy] dx = /Cd [/ab f(x,y)dx} dy

Ver proximo slide.

Jorge M. V. Capela Inst. Quimica, Unesp - 2017
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Integrais Duplas sobre Retangulos

Exemplo 1

a) Calcule //R(x — 3y?)dA, onde R = [0,2] x [1,2]

b) Calcule // y senxy dA, onde R = [1,2] x [0, 7]
R

c) Determine o volume do sdlido delimitado pelo paraboldide
eliptico x?> +2y?2 + z = 16, os planos x = 2, y = 2 e os
trés planos coordenados. Observe que R = [0, 2] x [0, 2].
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Integrais duplas sobre regides genéricas

Exemplo 2: Integral dupla sobre uma regiao genérica

Calcule // (x + 2y)dA onde D é a
D

regido limitada pelas parabolas y = 2x2
ey=1+x°

1+x2
// (x+2y)dA = / / (x+2y)dydx
2x2

15
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Integrais duplas sobre regides genéricas

Exemplo 3: Integral dupla sobre uma regiao genérica

Determine o volume do sdélido contido
debaixo do paraboldide z = x% + y? e

’ .4 acima da regido D do plano xy limitada
pela reta y = 2x e pela pardbola y = x°.
y=2x
2 pr2x
i V= // (x*+y?)dA = / / (x®+y?)dydx
D 0 Jx2
D Outra expressdo para V:
: " 4 ﬁ
¢ 2 ! V= / / (x% + y?)dydx
0 Jy/2
216
Em ambos os casos encontra-se V = 35
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Integrais duplas em coordenadas polares

Coordenadas Polares

@R={(rn0)|0sr<1,0<60<27) @QR={r0)|lsr=s20<s0<2m7

Relacao entre coordenadas retangulares e polares:

x=rcosf, y=rsend, x>+ y>=r?
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Integrais duplas em coordenadas polares

Retangulo Polar
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Integrais duplas em coordenadas polares

Integral dupla em coordenadas polares

Sejal0<a<r<b a<fh<p onded<pf—a<22r Entio

/ /R f(x,y)dA =

,4.'_-”‘/)“ dr ﬁ b
e / / f(rcos®, rsenf)rdrd6
o a Ja
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Integrais duplas em coordenadas polares

Exemplo 4

Calcule // (3x + 4y?)dA, onde R é a
R

regiao do semiplano superior limitado pe-
los circulos x2 + y2 =1 e x2 + y2 = 4.

Coordenadas polares:

Observacao:
cos(a+ b) = cosacos b — senasenb

cos(20) = cos?f — sen?d =1 — 2 sen?f
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Integrais duplas em coordenadas polares

Exemplo 5

Calcule o volume do sélido limitado
pelo plano z = 0 e pelo paraboldide
z=1-x%>—y%

Jorge M. V. Capela Inst. Quimica, Unesp - 2017



Integrais duplas em coordenadas polares

Exemplo 6

Use uma integral dupla para calcular
a 4rea contida em um lago da rosacea
de quatro pétalas r = cos 26.

Lagco da rosacea:

—— <0< 0<r<cos20

™
4’

w/4 pcos26
A://dA:/ / rdrd@
R —7/4J0

Observagdo: cos? 0 = (1/2)(1 + cos 46)
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Integrais duplas em coordenadas polares

Exemplo 7

‘ estd sob o paraboloide z = x? + y?,
[N acima do plano xy e dentro do circulo

(our=2cos0)

1 X%+ y? =2x.

| _

T
ol : s E

§0§g, 0<r<2cosf
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Integrais duplas em coordenadas polares

Exercicios

1) Determine o volume do sélido abaixo do paraboloide z = x? + y?

e acima da regido limitada por y = x% e x = y?

2) Calcule as integrais trocando a ordem de integracdo

13 3 9
a)/ / e* dxdy b)/ / y cos(x?)dxdy
0 J3y 0 Jy2

3) Calcule a integral // V1 —x2—y2dA, onde D é a regido do
D

plano definida por x®> + y? < 1. Indentifique a integral como
sendo o volume de um sélido.

4) Utilize coordenadas polares para calcular o volume de uma esfera
de raio a.
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Integrais duplas em coordenadas polares

5) Utilize coordenadas polares para calcular a integral

// eV dA, onde D é a regido delimitada pelo semicirculo
D
x=1/4—y?eoeixo y.
1oV
6) Calcule a integral dupla / / et dydx
o Jo

7) Definimos

+oo +oo 2 2 2 2
/ / e~ )dydx = lim // e~ t)da
—00 — 00 a——+oo D,

onde D, é o disco de raio a e centro na origem. Mostre que

400 pto0 s
/ / e~ ) dydx = 7
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Integrais duplas em coordenadas polares

8) Uma definicdo equivalente da integral imprépria do exercicio 7 é

+o0 +0o0 2 2 2 2
/ / e~ dydx = lim // e~ t)da
— 00 —00 a—+o00 S,

onde S, é o quadrado de Vvértices (fa, +a). Observe que

+oo +0o0 5, o +00 s “+oo )
/ / e~ ) dydx :/ e dx/ e Vdy=m

€ mostre que

400 5
/ e X dx =7

—0o0
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